Szokefalvi-Nagy Gyula Matematika Emlékverseny LIX. esztend6
2022-2023. tanév

I. fordulé
Megoldasok

9. évfolyam

1. Mely egész n esetén lesz az alabbi két kifejezés mindegyike egyszerre egész?

5n+7 , n?+1
és
n+1 n+2

Megoldas

5n+7 _ 5(n+1)+2
n+l | n+l

=5+ ﬁ ahonnan n értéke a kovetkezd lehet: -3; -2: 0: 1.

1. megoldas

2
Ezeket r;—:zl- be helyettesitve kapjuk, hogy a feladat feltételének csak -3 tesz eleget.

2. megoldas

n?+1 _ n?-445 _ (n-2)(n+2)+5 _
n+2 - n+2 - n+2 -

n—2+ % ahonnan n értéke a kdvetkezé Iehet: -7: -3, -1: 3.

azaz mindkét kifejezés értéke n = -3 esetén lesz egész.

2. Van-e olyan n egész szam, amelyre 2022 + n és 2022 — n is négyzetszam?

Megoldas

Nem létezik. Tételezziik, fel, hogy létezik ilyen n. Ekkor a két négyzetszam Gsszege 4044
(hiszen 2022 + n = a2 és 2022 — n = b% E két egyenletet dsszeadva kapjuk, hogy 4044 = a2 +
b2.) Egy négyzetszam 3-mal osztva 0-t vagy 1-et ad maradékul. Mivel 4044 oszthato 3-mal igy
a® és b? 3-as maradéka is 0. Ekkor viszont mindkettének oszthatonak kell lennie 9-cel is, ami

nem lehet, hiszen 4044 nem oszthatd 9-cel.



3. Fellehet-e irniaz 1, 2, ..., 9 szamokat egy kor keriiletére olyan sorrendben, hogy barmelyik

két szomszédos szam Osszege ne legyen oszthatdo sem 3-mal, sem 5-tel, sem 7-tel?

Megoldas

frjuk fel az 1-9-ig terjedd szamoknak azokat a szomszédjait, amelyek a kért feltételt kielégitik.

1 szomszédja lehet 3,7,

2 szomszédja lehet 6,9, 8

3 szomszédja lehet 1,58,

4 szomszédja lehet 7,9, 6 1
5 szomszédja lehet 3,6.,8,

6 szomszédja lehet 2,5,7, ) 7
7 szomszédja lehet 1,4,6,9,

8 szomszédja lehet 3,5,9, 9 4

9 szomszédja lehet 2,4,7,8.

Fel lehet irni, amire adunk egy példat.

4. Az Ejjeli Orség 2022 f&bdl allo csapatanak tagjai harmasaval allnak Orséget a Fekete
Vérban. Készithet-e a parancsnokuk olyan beosztéast, hogy a csapatbol barmely két ember

pontosan egyszer legyen egyiitt 6rségben?

Megoldas

Tegylik fol, hogy készitettiink egy ilyen beosztast. Tekintsiink egy tetszOleges embert, X-et a
2022-b6l. Vizsgaljuk azokat a harmasokat, amelyekben X szerepel. Ezekbdl X-et elhagyva
olyan parokat kapunk, amelyekben X-en kiviil mindenki pontosan egyszer szerepel, hiszen ha
ez nem lenne igy, akkor lenne valaki, aki nem pontosan egyszer 6rkddik egyiitt X-szel. Azonban
X-en kiviil 2021 tagja van a csapatnak, tehat dket nem lehet a leirt modon parokba sorolni.

Tehat a kivant beosztast nem lehet elkésziteni.



5. Egy haromszog oldalainak mérészamai a, b és ¢ pozitiv egész szamok, amelyekre teljesiil,

hogy
abc+ab+9c+5=3a+3b+3ac+3bc

Igaz-e, hogy a haromszog egyenlOszaru?

Megoldas

Emeljiink ki a-t, majd alakitsunk szorzatta:
a(bc+b—3c—3)—3bc—3b+9c+5=0
a(bc+b—-3c—3)—3(bc+b—-3c—3)=4

(a—3)(bc+b—-3c—3)=4
(@a=3)(b—-3)(c+1)=4
Pozitiv egész szamok kérébena—3>-3;b—-3>-3ésc+1>1.

Ez esetben a bal oldalon all6 4-et az alabbi tablazat szerint bonthatjuk harom egész tényez6

szorzatara:

a-3 |b-3 |c+1 |a b c

-1 -1 4 2 2 3

1 1 4 4 4 3

Az utolsé négy esetben a, b és ¢ nem tesz eleget a haromszog egyenlétlenségnek.

Tehat a haromszog oldalainak hossza 2, 2 és 3 vagy 4, 4 és 3 egység lehet, vagyis a haromszog

egyenldszaru.



6. Hatdrozzuk meg az Osszes olyan haromjegyli n szamot, amely szamjegyeinek Osszege

haromszor akkora, mint n + 11 szamjegyeinek Osszege.

Megoldas
Jelolje s az n haromjegyti szam szamjegyeinek 0sszegét, igy S pozitiv egész.

11 hozzaadaséaval egy haromjegyli szam szamjegyeinek 0sszege aszerint valtozik, hogy hany

tizes atlépés van.

atlépesek szama 0 1 2 3
(pl. 325 = 336) | (pl. 249 = 260) | (pl. 189 = 200) | (pl. 989 = 1000)

Azn+ 11 szdm-
jegyeinek S+2 s—7 s—16 s—25
0sszege

A feladat feltélteleibdl az alabbi egyenleteket kapjuk:
s = 3(s + 2) ahonnan s = -3, ami nem lehet.

s =3(s - 7), ahonnan s = 10,5, ami nem lehet.

s =3(s—16), ahonnan s = 24.

s = 3(s — 25), ahonnan s = 37,5, ami nem lehet.

Vagyis n olyan haromjegy(i szam, amely szamjegyeinek Osszege 24 és 11 hozzaadasakor az

Osszeadas két tizes atlépést tartalmaz.

Az olyan haromjegyli szamban, ahol a szdmjegyek Osszege 24, a lehetséges szamjegyek:
9,9, 6, amelyekbdl a képezhetd szamok: 996, 969, 699.

9, 8, 7, amelyekbdl a képezhetd szamok: 987, 978, 879, 897, 789, 798.

8, 8, 8, amelyekbdl a képezhetd szam: 888.

A lehetséges szamokhoz 11-et adva két atlépést a 996, 699 és a 789-nél kapunk, amelyek

valoban megoldasai a feladatnak.



10. évfolyam

1. Egy londoni klubba egymés utan érkeznek a vendégek, de nem fog mindenki kezet
mindenkivel. Megfigyelték, hogy az els¢ ¢és az utolsé ember kivételével mindenki
ugyanannyi emberrel fogott kezet a bent 1évok koziil, mint az utdna érkezok koziil.

Bizonyitsuk be, hogy az elsd és az utolsé érkezé ugyanannyi emberrel fogott kezet.

Megoldas
Kérjiik meg a klubban 1év6 vendégeket, hogy mindenki adjon az elétte érkezdk koziil azoknak

1 fontot, akikkel kezet fogtak.

Az els6 és az utols6 vendég kivételével mindenki annyi fontot ad, mint amennyit kap. A
kézfogasok kolcsondssége miatt a tarsasag Osszvagyonat ez az adakozas valtozatlanul hagyja.
Igy az utols6 vendég annyiszor lesz szegényebb 1 fonttal, ahany emberrel kezet fogott, az elsé

pedig ugyanannyi fonttal lesz gazdagabb.

Evvel az allitast bizonyitottuk.

2. Az ABC derékszogli haromszog AB atfogojan felvett P pont merdleges vetiilete az AC és
BC befogoéra rendre X, illetve Y. Az AY, BX egyenesek metszéspontja K. Bizonyitsuk be,
hogy ABK haromszog teriilete egyenlé a CXKY négyszog teriiletével!

Megoldas

Elég belatni, hogy ABX haromszog és AYC haromszdg teriilete egyenld. (A kivant teriiletek
ezekbdl ugy kaphatok, hogy mindkettdbdl kivonjuk a KXA haromszdg teriiletét.)

AX-BC . AC-CY
TABXA = T, Valamlnt TACYA == T

CAB szogre felirva a parhuzamos szeldszakaszok tételét:
X _® o AX-BC=AC-PX
AC  BC

Mivel PX=CY = AX -BC = AC - CY.

Evvel bebizonyitottuk, hogy a két teriilet egyenld. c .



3. Mely p és q valos paraméterek mellett lesznek az x? + (2 — p?)x + 4q + 5 = 0 egyenlet
valés megoldasai 3-mal nagyobbak az x? —2px+2q—8=0 egyenlet valds

megoldasainal?

Megoldas

Jelolje x1 és X2 az elsé egyenlet két megoldasat. Ekkor a masodik egyenlet két megoldésa:
X1—3ésx2—3.

A Viete-formulabol:

X1+ X2 = -2 + p?

X1—3+X2-3=2p

A két egyenletet egymasbol kivonva rendezés utan a kovetkezd egyenletet kapjuk:
p?—2p—8=0

ahonnan p =4 vagy p = -2.

A masik Viete-formulabol:

X1 Xe=4q+5

(X1—3)(x2—3)=29-38

Utobbit atalakitva kapjuk, hogy xi-x2— 3(X1 + X2) +9=2q -8

Hap =4 (azaz x1 + X2 = -2 + p? = 14), akkor 4q + 5—3-14 + 9 = 2q — 8, ahonnan ¢ = 10.
Hap = -2 (azaz x1 + X2 = -2 + p? = 2), akkor 4q + 5 —3-2 + 9 = 2q — 8, ahonnan q = -8.

Ap=4,9g=10¢sap=-2¢s(=-8 valoban a feladat feltételeinek megfeleld egyenleteket ad.



4, Az ABC egyenldszara haromszogben AC=BC és a C csticsnal 16v6 szog 40°. A hdromszog
egy belsd P pontjara igaz, hogy PAB.~ = 50°, valamint PBA.~ = 30°. Hany fokos a BPC

szOg? C

Megoldas

A haromszog CE szimmetriatengelye PB
szakaszt D-ben metszi. A feladat feltételeinek
megfelelden szamoljuk az ADC haromszog A €s

D csucsanal levo szogeit.

Mivel D illeszkedik AB felezOmerdlegesére,
ezért DAB haromszég egyenldszari, tehat
DAB~ = 30° igy ADB.=120° ADP. =
60°. Mivel ADE 2= 60° ezért ADC .~ = 120°,
DAC = 40°. Eszrevehet$ tehat, hogy AP és

DP az ADC héromszog két belsé szogének

szogfelezdje, vagyis P pont az ADC haromszog
beirt korének kozéppontja. Tehat CP szakasz felezi az ACD szoget. Innen szamithato:

BPC.~=180°—-10° — 60° = 110°

5. Vegyiink fel n darab 0-t6l kiilonb6z6 valos szamot. Hanyat valasszunk koziiliik negativnak
illetve pozitivnak, hogy képezve az 6sszes paronkénti szorzataikat, a lehetd legtobb esetben

kapjunk negativ eredményt.

Megoldas
Vélasszunk p darab szamot pozitivnak, és n — p darabot negativnak. Azok a szorzatok lesznek
negativok, amelyekben egyik tényezd negativ, a masik pozitiv, igy — a parbaallitadst minden

lehetdség szerint elvégezve — a negativ szorzatok szdma:

2

o-n = - G) =) ()




1. megoldas

Az els6 tag allando, igy a kifejezés értéke akkor a legnagyobb, ha a kivonand6 a legkisebb.
Péros n esetén p-t % -nek valasztva, a kivonando 0, vagyis akkor lesz a legtobb negativ szorzat,

ha a szamok felét pozitivnak, felét negativnak valasztjuk.

Paratlan n esetén az n — 2p kiilonbség abszolut értékének legkisebb értéke 1, ezt p = nT_l illetve

p= nTH esetén veszi fel. Eszerint ebben az esetben ugy kapunk legtobb negativ szorzatot, ha a

pozitivnak és negativnak valasztott szdmok szama éppen 1-gyel tér el egymastol.

2. megoldas

2 2
Az f(p) = — (p - g) + nT fiiggvény felvazolasaval maximum keresése, ha p pozitiv egész

szam.

6. Oldjuk meg a valds szamok halmazéan az x1° — 10x + 9 = 0 egyenletet!

Megoldas
10
Csak pozitiv megoldasa lehet az egyenldségnek (hiszen x = ad 1;9 > 0).

Pozitiv szamokra a szamtani és mértani kozép kozti egyenldtlenség alapjan:

x4+ 14+14+14+14+14+14+14+1+1
10

>'"x10-1-1-1-1-1-1-1-1-1

x° 49
10

=X

x1°—10+9>0
Egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha x =1, és ez az egyenlet egyetlen megoldasa.
Megjegyzés

Abbol, hogy az egyenlet egyiitthatdinak dsszege 0, csak annyi kovetkezik, hogy az 1 megoldas,

de az nem, hogy ez az egyetlen megoldas.



11. évfolyam

1. Egy kis falu 32 hazbdl all. Reggelente a csordas kolompolasara minden hazbol egy tehenet
kihajtanak a rétre legelni, és estére mindegyik jollakottan visszatér a sajat hazanak
istallojaba. (A tehenek pontosan tudjak hol laknak.) Egy este a csorda tagjai egymas utan
térnek haza, de az elsdnek érkezd Riska most Gtletszerlien megy be egy hazba, €s ott is
marad. Ez utan mindegyik érkez6 a sajat istallojaba megy, ha az nem foglalt. Ha pedig az
foglalt, akkor véletlenszeriien valaszt egy olyan istallot, ahova még nem ment be tehén, és
szintén ott marad. Mennyi annak a valoszinlisége, hogy az utolsonak érkezd Bimbo a sajat

hazaba megy?

Megoldas

Amikor Bimbd megérkezik, mar csak egy hazba mehet be, hiszen eldtte mar 31 haz istallojat
elfoglaltak. Az utolsonak érkezd szamara az egyetlen szabad haz csak a sajat vagy Riska

otthona lehet, ellenkezd esetben a mar hazaérkezett ott lako elfoglalta volna.

Akar Riska vagy Bimbo istalloja szabad, az természetesen végig szabad volt, akkor is, ha a
masikat mar elfoglaltak. Példaul, ha egy tehén, akit hivjunk X-nek, bement Riska istallojaba
(mert 6 Riska, vagy egy késobb érkezd, akinek elfoglaltdk a helyét), ugyanakkora eséllyel
mehetett volna be Bimbo istalldjaba, €s ez nem befolyéasolta volna a késbb érkezd tehenek
helyfoglalasat, mert szamukra mindegy, hogy a két istallo koziil melyiket foglaltdk mar el.
Ugyanigy, ha X Bimbo helyére ment, ugyanakkora esélye volt Riska istallojaba bemenni
fliggetleniil az eddig érkezd tehenektdl, és nem befolyasolta volna a dontésével a késdbb
érkezéket. A két lehetSség valosziniisége egyenld. Igy Bimbo érkezéséig végig ugyanakkora
volt annak az esélye, hogy Riska vagy Bimbo istallgja foglalt, tehat 0,5 a valosziniisége annak,

hogy Bimbo utolsoként érkezve a sajat istallojaba mehet be.

2. Az ABC derékszogii haromszog AB atfogodjanak harmadolopontjai D és E. (D az A csucshoz
van kozelebb.) Mekkora részekre osztja CD és CE az ACB szoget, ha az ACD sz6g nagysaga
3007

Megoldas



Allitsunk merSlegest D és E pontokbol AC oldalra. Az abra jeloléseit hasznalva a parhuzamos

szel6szakaszok tétele alapjan FDC és GEC derékszogli haromszogekben:

tg300 =% = L83
2z 2z 3

“|%

tg(30°+5)=27y=42y—2=4 = 30°+68~666° = §=~ 366

A CD és CE szakaszok az ACB szoget 30°; 36,6%; 23,40 részekre osztja.

3. Az ABC C-ben derékszogii haromszog a, b és ¢ oldalardl tudjuk, hogy
3c? —5b? + 5ab = 0.

Hatarozza meg a haromszog hegyesszogeinek nagysagat!

Megoldas

Mivel az ABC haromszog C-ben derékszogli, ezért Pitagorasz tételét hasznalva a megadott

egyenletben c? helyére irjunk a2 + b?-et, igy az alabbi dsszefiiggést kapjuk:

3a2-2b?+5ab=0
- , 2 a 2 a
Mivel b > 0, ezért az egyenletet b--tel osztva, a 3 (;) +5 P 2=0
%—ben masodfokl egyenletet kapunk, melynek megoldasai -2 és §

Mivel az ABC haromszogben tga = % (ahol 0° < @ <90°, vagyis tga = % > 0), igy az

egyenlet megoldasai koziil csak § esetén létezik a hegyesszog, ami a = 18,43° . Ekkor f =~

71,57°.

10



4. 2023 db nemnegativ egész szamrol tudjuk, hogy barhogyan is hagyunk el koziiliikk egyet, a
megmaradd 2022 szam két, egyenként 1011 elemii csoportra oszthatdé ugy, hogy a
csoportokban levé szdmok 0sszege egyenld. Bizonyitsuk be, hogy a 2023 db nemnegativ

egész szam egyenlo.

Megoldas
Az adott 2023 nemnegativ egész szambol allo halmaz legyen H.
A H halmaz elemeinek 0sszegét jeldlje S, a halmaz egy tetszdleges elemét pedig a. A feltételbdl

kovetkezik, hogy az S — a paros szam, és igy az a ugyanazt a maradékot adja 2-vel osztva, mint

az S. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy a H minden eleme azonos paritasu.

Legyen a H halmazban levé szamok minimuma m. Ha a halmaz minden elemébdl kivonjuk m-

et, akkor olyan K halmazhoz jutunk, amelyben
-teljestil a feladat feltétele,

-az elemek minimuma O,

-az elemek paritasa azonos, tehat minden elem paros.

Ha belatjuk, hogy ennek a K halmaznak minden eleme 0, akkor készen vagyunk, hiszen ez

esetben a H halmaz minden eleme m.

Indirekt uton gondolkodunk. Tegyiik fel, hogy van olyan halmaz, amely megfelel a feladat
feltételeinek, és van 0 eleme, valamint van 0-t6l kiilonb6z6 pozitiv paros eleme is. Tekintsiik
az 0sszes ilyen halmazt, és ezek koziil valasszunk ki egy olyat, amelyiknek a legkisebb pozitiv
eleme minimalis. Mivel ennek a halmaznak is minden eleme 0 vagy pozitiv paros szdm, a
halmaz elemeit kettdvel osztva nemnegativ egészekbdl allo olyan halmazhoz jutunk, ami
teljesiti a feladat feltételeit. Azonban az igy létrehozott halmaz pozitiv elemeinek minimuma

fele a feltett minimum értéknek. Ez ellentmondas, tehat nincs ilyen halmaz, K minden eleme 0.

5. Oldjuk meg az alabbi egyenletet a valos szamok halmazan!

[sinx] + 2{cosx} =1

([a] az a szam egészrészét, {a} pedig a tortrészét jelenti.)

11



Megoldas

Mivel —1 < sinx < 1, ezért [sinx] a-1, 0 vagy 1 értéket veheti fel.

Ha [sinx] = -1, akkor az eredeti egyenletbdl {cos X} = 1, ami lehetetlen.

Ha [sinx] = 1, akkor sinx = 1, ahonnan x = §+ 2km (k € Z), ami megoldas, mivel ezen X-
ekre cos x = 0, s ekkor {cos x} =0, igy 1 + 0 = 1-et kapunk, ami igaz.

Ha [sinx] = 0, akkor 0 < sinx < 1, azaz 2lrt < x < g + 2lm (Il € Z). Az eredeti egyenletbe
helyettesitve ekkor 2{cos x} = 1 ahonnan cosx = % Innen, mivel x elsd siknegyedbeli szoget
jelol, csak az x = §+ 2mm (m € Z) ad helyes megoldast.

Az egyenlet megoldasa tehat: x = §+ 2km (k € Z), illetve x = §+ 2mm (m € 7).

6. Van-e megoldasa a pozitiv egész szamokbol 4ll6 rendezett szamharmasok halmazan a

kovetkezo egyenletnek?

15x2 — 4y? = 37

Megoldas

Mivel az egyenlet jobb oldalanak értéke paratlan egész. s 4y? biztosan paros, ezért X paratlan

pozitiv egész.
Ha z paros, akkor vizsgéaljuk mindkét oldal 4-gyel val6 osztasi maradékat:
3% = 32k = 9* _pgl az egyenlet jobb oldala 4-gyel osztva 1 maradékot ad.

Mivel egy paratlan szdm négyzete 4-gyel osztva 1 maradékot ad, igy 15x20sztasi maradéka -1,

vagyis 15x% — 4y? 4-gyel val6 osztasi maradéka is -1, ami ellentmondas.

Ha z pératlan, akkor vizsgaljuk mindkét oldal 5-tel valé osztasi maradékat:

37 = 32k+1 = 3. 9k_p¢] az egyenlet jobb oldalat 5-tel osztva +3 lehet az osztasi maradék.
Paros szam négyzete 5-tel osztva +1 maradékot adhat.

A bal oldal 15x% — 4y? = 15x? — (2y)?, vagyis ezen oldal 5-tel val6 osztasi maradéka +1,

ami ellentmondas.

A pozitiv egész szamok halmazan tehat nincs megoldasa az egyenletnek.
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12. évfolyam

1. Hatdrozzuk meg a p valos paraméter értékét, ha tudjuk, hogy a

p~\/x_2+%~4x2 —%:0

egyenletnek pontosan két kiilonb6zo valos gydke van.

Megoldas: Legyen y:\/4 x? (y>0). Az eredeti egyenletnek pontosan akkor van két
kiilonb6z6 valds megoldésa, ha a

o 1 1
+=y-==0
py > y 3
egyenletnek pontosan egy pozitiv megoldasa van.
2 . .
Ha p=0, akkor y=§, ami pontosan két kiilonbozé valds gyokot szolgaltat az eredeti

egyenletre nézve.
Ha p >0, akkor a gyokok és egyiitthatok kozotti osszefiiggések alapjan y-ra pontosan egy

pozitiv érték adodik, tehat ekkor is két kiilonb6z6 valds gyoke lesz az eredeti egyenletnek.

A p <0 esetben y-ra akkor kaphatunk egyetlen pozitiv értéket, ha a diszkriminans 0, azaz
3

ahonnan p=-—.

2
e
2 3
16

Osszefoglalva: Az eredeti egyenletnek akkor van pontosan két kiilonbozd valos gydke, ha

3
>0 va =——.
p vagy p 16

2. Jelolje S, az {an} szamtani sorozat elsé n tagjanak Osszegét. Tudjuk, hogy Sg=3Sg.

Hatarozzuk meg a; €s ag aranyat.

Megoldas: Jeldlje a a sorozat elsd tagjat, d pedig a differencidjat. Az Sg=Sq feltétel a
megfeleld 0sszegképletet alkalmazva:

3(2a+5d):%(2a+8d),

ahonnan a=-7d.Ezzel a3=-5d, a;=—-3d , ésigy ag:a5=5:3.

3. Egy 5 cm sugart kor két parhuzamos hurja AB és CD. Milyen hosszu az AC hur, ha AB=8
cm, CD =6cm?

Megoldas: Mivel a feladat a hurok elhelyezkedésérdl és betlizésérdl nem mond semmi sziikitd
feltételt, ezért négy esetet kell vizsgalnunk. Az els6 két eset az alabb 1. dbran lathato.
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1. abra

Pitagorasz tételét alkalmazva a feltételek alapjan konnyen adoédik, hogy AC; =2,

AC2 = 5\/5 .
A 2. dbra a forditott betlizésli elhelyezkedést mutatja.

2. abra
Hasonloan az el6z6 két esethez, a megfeleld derékszogli haromszdgekre Pitagorasz tételét

alkalmazva kapjuk, hogy AC; = 52, AC, = 72,

4. Van-e olyan, a tizes szdmrendszerben felirt haromjegyti abc szam, amelyre teljesiil, hogy az

abc +bca +cab Osszeg egy pozitiv egész szam négyzete? A valaszt indokolni kell!

Megoldas: Helyiértékes bontasban felirva a vizsgalando6 0sszeget:
abc+bca+cab=111-(a+b+c)=3-37-(a+b+c).
Ha abc+bca+cab né gyzetszam lenne, akkor minden primosztdja paros hatvanykitevon

szerepelne a szam primtényezds felbontasaban. Mivel 37 prim, ezért sziikséges feltétel, hogy
37 osztdja legyen a+b+c-nek. Viszont ez nem teljesiilhet, ugyanis a+b+c <27 <37. Tehat

nincs megfeleld abc szam.

5. Az ABC héaromszog BC oldalanak felezépontja D. E az AD stlyvonalnak olyan pontja,
amelyre BE = AC . A BE egyenes az AC oldalt F-ben metszi. Igazoljuk, hogy AF =EF.

Megoldas: C-n keresztiil hizzunk parhuzamost az AD egyenessel. Ennek a parhuzamosnak és
a BE egyenesnek a metszéspontja legyen G az abranak megfelelden.
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B D c

Az AEG ¢és CGF haromszogek hasonlok, ugyanis megfeleld szogeik paronként megegyeznek.
Ebbdl kovetkezik, hogy

AF FC AF+FC AC BE

EF FG EF+FG EG EG
A BCG haromszogben D a BC oldal felezépontja, €s DE parhuzamos CG-vel, amibdl adédoan
DE kozépvonal. Ebbdl pedig kovetkezik, hogy E felezi a BG szakaszt, azaz BE = EG . Ez pedig
az el6zoek alapjan a feladat allitasat bizonyitja.

6. a) Van-e az 1; 2; 3; ...; 9 szamoknak olyan &;; a,; @g; ..., 8 permutacioja (sorrendje),
amelyre teljesiil, hogy az |a —1]; |a, —2|; [a3—3|; ...; |ag —9| szamok paronként kiilsnbozok?
b) Van-e az 1; 2; 3; ...; 9; 10 szdmoknak olyan &; 8,; @3; ...; 8g; 8 permutacioja, amelyre
teljesiil, hogy az |a-1]; [a,-2]; |a3—3|; |a9—9|; |a10 —10| szamok  paronként
kiilonb6zok? A valaszt mindkét esetben indokolni kell!

Megoldas:
a) Van megfelel permutacio, példaul 9; 5; 7; 4; 6; 8; 1; 3; 2.
b) Ebben az esetben nincs megfelelé permutacid. A bizonyitast indirekt végezziik.
Tegyiik fel, hogy a; a,; as; ...; ag; &g egy megfeleld permutacio. Ekkor a tekintett
kiilonbségek Osszege, 0+1+2+3+...+8+9 =45 paratlan szam.
Masrészt, mivel egy egész szam paritasa megegyezik abszolutértékének paritasaval, ezért az
|lag —1]+|a, —2|+...+|ayg 10|
és
(8 —1)+(a, —2)+...+(ay —10)
Osszegek paritasa meg kell, hogy egyezzen. Az elsd Osszeg 45, a méasodik Osszeg 0, ami azt
jelenti, hogy ellentmondésra jutottunk, nincs megfeleld permutécio.

15



